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§ 1. Основные понятия стереометрии

1.1. Параллельность прямых и плоскостей.
1. Две прямые в пространстве называются параллельны-

ми, если они лежат в одной плоскости и не пересекаются.
2. Если две прямые параллельны третьей прямой, то они

параллельны.
3. Прямая и плоскость называются параллельными, если

они не имеют общих точек.
4. Если прямая, не лежащая в данной плоскости, параллельна

какой-нибудь прямой, лежащей в этой плоскости, то она
параллельна данной плоскости.

5. Если плоскость проходит через прямую, параллельную дру-
гой плоскости, и пересекает эту плоскость, то линия пере-
сечения плоскостей параллельна данной прямой.

6. Две плоскости называются параллельными, если они не
пересекаются.

7. Если две пересекающиеся прямые одной плоскости со-
ответственно параллельны двум пересекающимся прямым
другой плоскости, то эти плоскости параллельны.

8. Если две параллельные плоскости пересечены третьей, то
линии их пересечения параллельны.

1.2. Скрещивающиеся прямые.
1. Два луча OA и O1A1, не лежащие на одной прямой, на-

зывают сонаправленными, если они параллельны и лежат
в одной полуплоскости, граница которой OO1 [91]. Лучи
OA и O1A1, лежащие на одной прямой, называют сонаправ-
ленными, если они совпадают или один из них содержит
другой. На рисунке 1 лучи OA и O1A1, а также лучи O2B2
и A2B2 сонаправлены, а лучи OA и O2A2, O2A2 и O2B2 не
являются сонаправленными.

Рис. 1. Сонаправленные лучи Рис. 2. Перпендикуляр и наклонная
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2. Если стороны двух углов соответственно сонаправлены, то
такие углы равны.

3. Две прямые называются скрещивающимися, если они
не лежат в одной плоскости.

4. Углом между скрещивающимися прямыми a и b на-
зывается угол между пересекающимися прямыми a′ и b′

параллельными прямым a и b соответственно.

1.3. Перпендикулярность прямых в пространстве, пря-
мой и плоскости.

1. Две прямые в пространстве называются перпендику-
лярными, если угол между ними равен 90◦.

2. Прямая называется перпендикулярной к плоскости, ес-
ли она перпендикулярна любой прямой, лежащей в этой
плоскости.

3. Если одна из двух параллельных прямых перпендикулярна
к плоскости, то и другая прямая перпендикулярна к этой
плоскости.

4. Если две прямые перпендикулярны к плоскости, то они
параллельны.

5. Если прямая перпендикулярна двум пересекающимся пря-
мым, лежащим в плоскости, то она перпендикулярна к этой
плоскости.

6. Если две плоскости перпендикулярны к некоторой прямой,
то они параллельны.

1.4. Углы между прямыми и плоскостями.
1. Рассмотрим плоскость α и точку A, не лежащую в этой

плоскости [91]. Проведем через точку A прямую, перпен-
дикулярную к плоскости α, и обозначим буквой H точку
пересечения этой прямой с плоскостью α (рис. 2). Отре-
зок AH называется перпендикуляром, проведенным из
точки A к плоскости α, а точка H — основанием перпен-
дикуляра. Отметим в плоскости α какую-нибудь точку M ,
отличную от H, и проведем отрезок AM . Он называется
наклонной, проведенной из точки A к плоскости α, а
точка M — основанием наклонной. Отрезок HM называ-
ется проекцией наклонной на плоскость α.

2. Перпендикуляр, проведенный из данной точки к плоскости,
меньше любой наклонной, проведенной из той же точки
к этой плоскости. Длина перпендикуляра, проведенного из
точки A к плоскости α, называется расстоянием от точки
A до плоскости α.
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3. Углом между прямой и плоскостью, пересекающей эту
прямую и не перпендикулярной к ней, называется угол
между прямой и ее проекцией на плоскость.

4. Двугранным углом называется фигура, образованная пря-
мой a и двумя полуплоскостями с общей границей a, назы-
ваемой ребром двугранного угла, причем полуплоскости не
принадлежат одной плоскости.

5. Угол, образованный при сечении двугранного угла плоско-
стью, перпендикулярной его ребру, называется линейным
углом данного двугранного угла.

6. Градусной мерой двугранного угла называется градусная
мера его линейного угла.

7. Наименьший из четырех двугранных углов, образованных
двумя пересекающимися плоскостями, называется углом
между плоскостями.

8. Проекцией 1) точки на плоскость называется основание
перпендикуляра, проведенного из этой точки к плоскости,
если точка не лежит в плоскости, и сама точка, если она
лежит в плоскости. На рисунке 3 точка M1 — проекция
точки M на плоскость α. Пусть F — какая-нибудь фигу-
ра в пространстве. Если построить проекции всех точек
этой фигуры на данную плоскость, получится фигура F1,
которая называется проекцией фигуры F на данную
плоскость.

Рис. 3. Проекции точки и фигуры на плоскость

9. Проекцией прямой на плоскость, не перпендикулярную к
этой прямой, является прямая.

10. Углом между прямой и плоскостью, пересекающей эту
прямую и не перпендикулярной к ней, называется угол
между прямой и ее проекцией на плоскость.

1) Имеется в виду прямоугольная (или ортогональная) проекция.
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11. (Теорема о трех перпендикулярах) Прямая, проведенная в
плоскости через основание наклонной перпендикулярно ее
проекции, перпендикулярна и самой наклонной.

12. (Теорема, обратная теореме о трех перпендикулярах) Пря-
мая, проведенная в плоскости через основание наклонной
перпендикулярно к ней, перпендикулярна и ее проекции.

13. Площадь Sпр ортогональной проекции многоугольника на
плоскость равна площади Sф проектируемого многоуголь-
ника, умноженной на косинус угла ϕ между плоскостями
многоугольника и его проекции: Sпр = Sф · cosϕ.

1.5. Перпендикулярность плоскостей.
1. Две пересекающиеся плоскости называются перпенди-

кулярными, если угол между ними равен 90◦.
2. Если одна из двух плоскостей проходит через прямую,

перпендикулярную к другой плоскости, то такие плоскости
перпендикулярны.

3. Плоскость, перпендикулярная к прямой, по которой пересе-
каются две данные плоскости, перпендикулярна к каждой
из этих плоскостей.

4. Если две плоскости взаимно перпендикулярны, то прямая,
проведенная в одной плоскости перпендикулярно линии
пересечения плоскостей, перпендикулярна к другой плос-
кости.

§ 2. Куб

2.1. Основные определения и утверждения.
1. Объем куба V = a3, где a — ребро куба.
2. Площадь поверхности куба S = 6a2.
3. Диагональ куба — это отрезок, который соединяет проти-

воположные вершины куба и проходит через центр куба.
Диагональ куба равна a

√
3 .

2.2. Примеры и задачи.
Пример 2.1. [75] Площадь поверхности куба равна 24. Най-
дите его объем.
РЕШЕНИЕ. Пусть ребро куба равно a. Поскольку площадь по-
верхности куба равна 6a2, для ребра a получаем уравнение

6a2 = 24 ⇐⇒ a = 2.

Следовательно, объем куба V = a3 = 8.
Ответ: 8.
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Задача 2.2. Площадь поверхности куба равна 1, 5. Найдите
его объем.
Ответ: 0, 125.
Пример 2.3. [75] Объем одного куба в 729 раз больше объема
другого куба. Во сколько раз площадь поверхности первого
куба больше площади поверхности второго куба?
РЕШЕНИЕ. Пусть ребро первого куба a, ребро второго куба b. Из
условия задачи следует, что

a3 = 729b3 ⇐⇒ a = 9b.

Следовательно, отношение площадей равно
a2

b2
= 81.

Ответ: 81.
Задача 2.4. Объем одного куба в 125 раз больше объема дру-
гого куба. Во сколько раз площадь поверхности первого куба
больше площади поверхности второго куба?
Ответ: 25.
Пример 2.5. [75] Если каждое ребро куба увеличить на 3, то
объем куба увеличится на 279. Найдите ребро куба.
РЕШЕНИЕ. Пусть ребро куба равно a. Тогда для объема куба
получим уравнение

(a+ 3)3 = a3 + 279⇐⇒ a3 + 9a2 + 27a+ 27 = a3 + 279⇐⇒ a = 4.

Ответ: 4.
Задача 2.6. [75] Если каждое ребро куба увеличить на 1, то
объем куба увеличится на 19. Найдите ребро куба.
Ответ: 2.
Задача 2.7. [75] Если каждое ребро куба увеличить на 1, то
площадь поверхности куба увеличится на 54. Найдите ребро
куба.
Ответ: 4.
Задача 2.8. Разность объема куба и площади его грани равна
4. Найдите площадь поверхности куба.
Ответ: 24.
Пример 2.9. Диагональ куба равна d. Найдите площадь грани
куба.
РЕШЕНИЕ. Пусть ребро куба равна a (рис. 4). Тогда диагональ
грани куба равна a

√
2 , а диагональ куба равна a

√
3 . Отсюда

d = a
√
3 , следовательно, площадь грани равна

d2

3
.

Ответ:
d2

3
.
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Рис. 4. К примеру 2.9.

Задача 2.10. [75] Диагональ куба равна
√
300 . Найдите его

объем.
Ответ: 1000.

2.3. Задачи для самостоятельного решения.

Обязательные задачи.
1. [102] Диагональ грани куба равна

√
8 . Найдите его объем.

2. Кубик весит 10 г. Сколько граммов будет весить кубик,
ребро которого в 3 раза больше, чем ребро первого кубика,
если оба кубика изготовлены из одинакового материала?

3. Объем куба равен 3
√
3 . Найдите диагональ куба.

4. Если ребро куба уменьшить на единицу, то площадь по-
верхности куба уменьшится на 18. Найдите ребро куба.

5. Диагональ первого куба равна ребру второго куба. Во
сколько раз площадь поверхности первого куба больше
площади поверхности второго куба?

6. В кубе ABCDA1B1C1D1 найдите угол между диагоналями
A1C и B1D.

7. Дан куб ABCDA1B1C1D1 со стороной 1. Найдите площа-
ди треугольников AB1D1 и ABC1.

§ 3. Прямоугольный параллелепипед

3.1. Основные определения и утверждения.
1. Параллелепипед — это многогранник, у которого шесть

граней и каждая из них параллелограмм.
2. Прямоугольный параллелепипед — это параллелепипед, у

которого все грани прямоугольники.
3. Объем прямоугольного параллелепипеда V = abc, где a, b

и c — длины ребер, выходящих из одной вершины.
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4. Площадь полной поверхности прямоугольного параллеле-
пипеда равна S = 2(ab+ ac+ bc).

5. Диагональ прямоугольного параллелепипеда равна
√

a2 + b2 + c2 .

3.2. Примеры и задачи.
Пример 3.1. [75] В прямоугольном параллелепипеде
ABCDA1B1C1D1 известно, что DD1 = 1, CD = 2, AD = 2.
Найдите длину диагонали CA1.

Рис. 5. К примеру 3.1.

РЕШЕНИЕ. Треугольник A1AC —
прямоугольный, так как
AA1 ⊥ (ABC), откуда AA1 ⊥ AC
(рис. 5). Сначала найдем AC из
△ADC. По теореме Пифагора
AC2 = 8. Следовательно, из
△AA1C по теореме Пифагора
A1C =

√
8+ 1 = 3.

Ответ: 3.
Задача 3.2. [75] В прямоугольном
параллелепипеде ABCDA1B1C1D1
известно, что BD1 = 3, CD = 2,
AD = 2. Найдите длину ребра
AA1.
Ответ: 1.
Пример 3.3. [75] Два ребра прямоугольного параллелепипеда,
выходящие из одной вершины, равны 3 и 4. Площадь поверхно-
сти этого параллелепипеда равна 52. Найдите третье ребро,
выходящее из той же вершины.
РЕШЕНИЕ. Площадь поверхности параллелепипеда равна

S = 2(ab+ bc+ ac),

где a, b, c — ребра куба. Пусть a = 3, b = 4. Тогда

52 = 2(3 · 4+ 4c+ 3c) ⇐⇒ c = 2.

Ответ: 2.
Задача 3.4. [75] Два ребра прямоугольного параллелепипеда,
выходящие из одной вершины, равны 1 и 2. Объем параллеле-
пипеда равен 6. Найдите площадь его поверхности.
Ответ: 22.
Задача 3.5. [75] Два ребра прямоугольного параллелепипеда,
выходящие из одной вершины, равны 1 и 2. Площадь поверх-
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ности параллелепипеда равна 16. Найдите его диагональ.
Ответ: 3.

Пример 3.6. Два ребра прямоугольного параллелепипеда
ABCDA1B1C1D1 равны AD = a, CD = b. Объем параллеле-
пипеда равен V . Найдите угол между диагональю B1D и
плоскостью ABC.

Рис. 6. К примеру 3.6.

РЕШЕНИЕ. По определению
угол между диагональю B1D
и плоскостью ABC это угол
γ между наклонной B1D и
ее проекцией BD на плос-
кость ABC (см. рис. 6). Диа-
гональ BD основания ABCD

равна BD =
√

a2 + b2 . Реб-

ро BB1 =
V

ab
. Из △B1BD

tg γ =
B1B

BD
=

V

ab
√

a2 + b2
.

Ответ: arctg
V

ab
√

a2 + b2
.

Задача 3.7. [75] В прямоугольном параллелепипеде
ABCDA1B1C1D1 известно, что AB = 4, AD = 3, AA1 = 5.
Найдите угол ∠DBD1. Ответ дайте в градусах.
Ответ: 45.

Пример 3.8. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1
известно, что AB = 6, AD = 8, AA1 = 4. Найдите площадь
сечения, проходящего через середины ребер DC, D1C1 и BC.

Рис. 7. К примеру 3.8.

РЕШЕНИЕ. Пусть K, M и
N — середины ребер BC,
D1C1 и DC соответственно
(рис. 7). Соединим точки K и
N . KN‖BD как средняя линия

△BCD, KN =
1
2
BD. Плоско-

сти (A1B1C1)‖(ABC), поэто-
му плоскость искомого сечения
пересекает эти плоскости по
параллельным прямым: KN и
LM . Очевидно, что LK‖MN ,
отсюда KLNM — прямоуголь-
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ник. Найдем KN :

KN =
BD

2
=

√

AB2 +AD2

2
= 5.

Тогда SKLMN = KN ·MN = KN ·AA1 = 20.
Ответ: 20.
Задача 3.9. [75] В прямоугольном параллелепипеде
ABCDA1B1C1D1 известно, что AB = 2, AD =

√
5 , AA1 = 2.

Точка K — середина ребра BB1. Найдите площадь сечения,
проходящего через точки A1, D1 и K.
Ответ: 5.

Многогранники.
Пример 3.10. [75] Найдите площадь поверхности многогран-
ника, изображенного на рис. 8 (все двугранные углы прямые).

Рис. 8. К примеру 3.10. Рис. 9. К примеру 3.10.

РЕШЕНИЕ. Площадь поверхности исходного многогранника на
рис. 8 равна разности площади поверхнности параллелепипеда
ABCDA1B1C1D1, изображенного на рис. 9, и площадей двух
прямоугольников NKD1Q и MLC1P :

2 · 2 · 4+ 2 · 2 · 3+ 2 · 3 · 4− 2 · 2 · 1 = 48.

Ответ: 48.
Задача 3.11. [75] Найдите площадь поверхности многогран-
ника, изображенного на рис. 10 (все двугранные углы прямые).
Ответ: 80.
Пример 3.12. [75] Найдите площадь поверхности многогран-
ника, изображенного на рис. 11 (все двугранные углы прямые).
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Рис. 10. К задаче 3.11. Рис. 11. К примеру 3.12.

РЕШЕНИЕ. Площадь поверхности многогранника равна площади
поверхности параллелепипеда без выреза минус площадь выре-
занных квадратов на передней и задней гранях плюс площадь
четырех граней отверстия внутри параллелепипеда:

S = 2(5 · 4+ 4 · 2+ 5 · 2)− 2 · (1 · 1) + 2(2 · 1+ 2 · 1) = 82.

Отметим, что расположение отверстия на результат не влияет.
Ответ: 82.
Задача 3.13. Найдите площадь поверхности многогранника,
изображенного на рис. 12 (все двугранные углы прямые).
Ответ: 70.

Рис. 12. К задаче 3.13.

Пример 3.14. Найдите объем многогранника, изображенного
на рис. 8 (все двугранные углы прямые).
РЕШЕНИЕ. Объем многогранника равен разности объемов парал-
лелепипедов ABCDA1B1C1D1 и NMPQKLC1D1 (рис. 9):

V = 2 · 3 · 4− 2 · 2 · 1 = 20.
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Ответ: 20.
Задача 3.15. Найдите объем многогранника, изображенного
на рис. 10 (все двугранные углы прямые).
Ответ: 46.
Задача 3.16. Найдите объем многогранника, изображенного
на рис. 12 (все двугранные углы прямые).
Ответ: 30.
Пример 3.17. Найдите квадраты расстояний между верши-
нами A и L и вершинами A и P многогранника, изображенного
на рис. 8 (все двугранные углы прямые).

Рис. 13. К примеру 3.17.

РЕШЕНИЕ. △AA1L — прямоугольный, A1L — диагональ квадра-
та A1B1LK:

AL2 = AA2
1 +A1L

2 = AA2
1 +A1B

2
1 +B1L

2 = 16+ 4+ 4 = 24.

△APC — прямоугольный, AC — диагональ прямоугольника
ABCD:

AP 2 = PC2 +AC2 = PC2 +AB2 +BC2 = 4+ 4+ 9 = 17.

Ответ: 24; 17.
Задача 3.18. Найдите квадрат расстояния между вершина-
ми A и B многогранника, изображенного на рис. 10 (все
двугранные углы прямые).
Ответ: 33.
Пример 3.19. Найдите ∠CAB1 многогранника, изображенно-
го на рис. 14 (все двугранные углы прямые). Ответ дайте в
градусах.
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Рис. 14. Рис. 15. К примеру 3.19.

РЕШЕНИЕ. В △CAB1 все стороны равны, так как являются
диагоналями равных квадратов (см. рис. 15). Следовательно, все
углы треугольника равны 60◦.
Ответ: 60.

Задача 3.20. Найдите cos∠ADL многогранника, изображен-
ного на рис. 14 (все двугранные углы прямые). В ответ запи-
шите утроенное значение cos∠ADL.
Ответ: 1.

Пример 3.21. На рис. 16 изображен многогранник, все дву-
гранные углы многогранника прямые. Найдите расстояние
между вершинами D и D2 и ∠FCD2. В ответ запишите
произведение длины отрезка DD2 на sin2∠FCD2.

Рис. 16. Рис. 17. К примеру 3.21.
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РЕШЕНИЕ. Из треугольников FDD2 и FDE

DD2
2 = FD2

2 + FD2 = FD2
2 + FE2 +DE2 = 4+ 4+ 1 = 9.

Рассмотрим △FCD2: FC =
√
2 , D2C =

√
6 . Отсюда

sin∠FCD2 =
2√
6

=

√

2
3
.

Ответ: 2.
Задача 3.22. [75] На рис. 16 изображен многогранник, все
двугранные углы многогранника прямые. Найдите квадрат
расстояния между вершинами D и C2.
Ответ: 6.
Задача 3.23. [75] На рис. 16 изображен многогранник, все
двугранные углы многогранника прямые. Найдите ∠D2EF .
Ответ дайте в градусах.
Ответ: 45.

3.3. Задачи для самостоятельного решения.

Обязательные задачи.
1. [75] Два ребра прямоугольного параллелепипеда, выходя-

щие из одной вершины, равны 3 и 4. Площадь поверхности
этого параллелепипеда равна 94. Найдите третье ребро,
выходящее из той же вершины.

2. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 со
сторонами AB = BC = 1, AA1 = 2. Найдите угол между
прямой AB и плоскостью AA1C1. Ответ дайте в градусах.

3. [75] В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1
известно, что AB = 5, AD = 4, AA1 = 3. Найдите угол
∠ABD1. Ответ дайте в градусах.

4. [75] В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1
известно, что AB = 24, AD = 10, AA1 = 22. Найдите пло-
щадь сечения, проходящего через точки A, A1 и C.

5. [102] Объем прямоугольного параллелепипеда равен 60.
Площадь одной его грани равна 12. Найдите ребро парал-
лелепипеда, перпендикулярное его грани.

6. [75] В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1
ребро BC = 4, ребро AB = 2

√
5 , ребро BB1 = 4. Точка

K — середина ребра CC1. Найдите площадь сечения, про-
ходящего через точки B1, A1 и K.

7. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 AB =
= 5, BC = 3, AA1 = 12. Найдите площадь сечения парал-
лелепипеда плоскостью, проходящей через точки A, B1, C1.
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8. [3] Диагонать прямоугольного параллелепипеда равна
10

√
2 см и образует с плоскостью основания угол 45◦.

Найдите объем параллелепипеда, если одна сторона
основания больше другой на 2 см.

9. В прямоугольном параллелепипеде ABCDA1B1C1D1 про-
ведена плоскость через точки B1MK, где K — середи-
на ребра AA1, M — ребра DD1. Найдите, какую долю
объема параллелепипеда составляет объем многогранника
C1D1KB1A1M .

10. [75] Найдите площадь поверхности многогранника, изоб-
раженного на рис. 18 (все двугранные углы прямые).

Рис. 18. К задачам 10, 11

11. Найдите объем многогранника, изображенного на рис. 18
(все двугранные углы прямые).

Дополнительные задачи.
1. [18] Основанием параллелепипеда служит квадрат. Одна

из вершин верхнего основания одинаково отстоит от всех
вершин нижнего основания и удалена от плоскости этого
основания на расстояние, равное b. Сторона основания рав-
на a. Определите полную поверхность параллелепипеда.

§ 4. Призма

4.1. Основные определения и утверждения.
1. Призма — это многогранная объемная фигура, которая

состоит из двух одинаковых плоских многоугольников (ос-
нований), находящихся в двух параллельных плоскостях, а
другие грани (боковые грани) — параллелограммы.

2. Боковые ребра призмы параллельны и равны между собой.



4. Призма 19

3. Прямая призма — это призма, в которой все боковые грани
перпендикулярны к основанию. Высота равна длине боко-
вого ребра.

4. Правильная призма — это прямая призма, в которой осно-
вания являются правильными многоугольниками.

5. Объем призмы V = S
îñí

·H, где H — высота призмы.
6. Площадь боковой поверхности призмы S

áîê

= P · h; пло-
щадь полной поверхности призмы S = 2Soñí + P · h, где
P — периметр основания, h — высота боковой грани.

4.2. Примеры и задачи.
Пример 4.1. В сосуд, имеющий форму прямой шестиугольной
призмы, налили 1890 см3 воды. Затем в нее погрузили деталь.
Уровень воды поднялся с отметки 90 см до 93 см. Найдите
объем детали. Ответ выразите в см3.
РЕШЕНИЕ. Объем детали равен объему вытесненной ей воды.
Объем призмы равен произведению площади основания на вы-

соту, поэтому площадь основания призмы равна
1890
90

= 21 см2.
Поскольку уровень воды повысился на 3 см, объем детали со-
ставляет 21 · 3 = 63 см3. Отметим, что форма основания призмы
в данной задаче совершенно несущественна.
Ответ: 63.
Задача 4.2. [75] В сосуд, имеющий форму прямой треуголь-
ной призмы, налили 2300 см3 воды и погрузили в воду деталь.
При этом уровень воды поднялся с отметки 25 см до 27 см.
Найдите объем детали. Ответ выразите в см3.
Ответ: 184.
Пример 4.3. [75] В сосуд, имеющий форму правильной
треугольной призмы, налили воду. Уровень воды достигает
180 см. На какой высоте будет находиться уровень воды,
если ее перелить в другой сосуд такой же формы, у которого
сторона основания будет в 6 раз больше, чем у первого.
Ответ выразите в см.
РЕШЕНИЕ. Объем треугольной призмы равен произведению
площади основания на высоту. При увеличении стороны
основания в 6 раз его площадь увеличится в 36 раз. Объем
жидкости не изменился, поэтому высота должна уменьшиться в
36 раз.
Ответ: 5.
Задача 4.4. [75] В сосуд, имеющий форму правильной тре-
угольной призмы, налили воду. Уровень воды достигает 80 см.
На какой высоте будет находиться уровень воды, если ее
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перелить в другой сосуд такой же формы, у которого сто-
рона основания будет в 4 раз больше, чем у первого. Ответ
выразите в см.
Ответ: 5.

Пример 4.5. [75] Найдите площадь поверхности прямой
призмы, в основании которой лежит ромб с диагоналями,
равными 6 и 8, и боковым ребром, равным 10.
РЕШЕНИЕ. Поверхность данной прямой призмы состоит из
четырех прямоугольников и двух ромбов. Диагонали ромба d1
и d2 взаимно перпендикулярны и делятся точкой пересечения

пополам. Отсюда сторона ромба a =

√

(

d1

2

)2
+
(

d1

2

)2
. Площадь

каждого прямоугольника равна a · h, где h — высота призмы.

Площадь каждого из ромбов равна
d1 · d2

2
= 24. Тогда площадь

поверхности призмы равна 4 · 5 · 10+ 2 · 24 = 248.
Ответ: 248.

Задача 4.6. [75] Найдите площадь боковой поверхности пра-
вильной шестиугольной призмы, сторона основания которой
равна 5, а высота — 10.
Ответ: 300.

Пример 4.7. [75] Основанием прямой треугольной призмы яв-
ляется прямоугольный треугольник с катетами 6 и 8. Пло-
щадь ее поверхности равна 144. Найдите высоту призмы.
РЕШЕНИЕ. Площадь поверхности прямой призмы

S = 2S
îñí

+ Ph,

где S
îñí

— площадь одного из оснований призмы, P — пери-
метр основания, h — высота призмы. В нашем случае периметр
P = 6 + 8 + 10 = 24, где 10 — гипотенуза прямоугольного тре-

угольника, лежащего в основании; S
îñí

=
1
2
· 6 · 8 = 24. Тогда

h =
S − 2S

îñí

P
=

144− 48
24

= 4.

Ответ: 4.

Задача 4.8. [75] В основании прямой призмы лежит ромб с
диагоналями, равными 16 и 30. Площадь ее поверхности равна
2588. Найдите боковое ребро призмы.
Ответ: 31.
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Пример 4.9. [75] Площадь поверхности правильной треуголь-
ной призмы равна 4, какова будет площадь поверхности приз-
мы, если все ее ребра увеличить в k = 9 раз?
РЕШЕНИЕ. Для треугольников коэффициент подобия равен k,
следовательно, площадь увеличится в k2 раз. Аналогично пло-
щадь прямоугольников также увеличится в k2 раз. Отсюда пло-
щадь всей поверхности увеличится в k2 раз.
Ответ: 324.
Задача 4.10. Объем правильной треугольной призмы равен 1.
Каким будет объем призмы, если все ребра увеличить в 2 раза.
Ответ: 8.
Задача 4.11. [75] ЕГЭ-2015, досрочная волна, №8.
Через среднюю линию основания треугольной призмы прове-
дена плоскость, параллельная боковому ребру. Найдите пло-
щадь боковой поверхности призмы, если площадь боковой
поверхности отсеченной треугольной призмы равна 37.
Ответ: 74.
Пример 4.12. [75] В правильной шестиугольной призме
ABCDEFA1B1C1D1E1F1 все ребра равны 1. Найдите
расстояние между точками A и E1.
РЕШЕНИЕ. Треугольник AEE1 прямоугольный (рис. 19),
EE1 = 1. Найдем AE из △AFE. Треугольник AFE равнобед-
ренный, ∠AFE = 120◦ как угол в правильном шестиугольнике.
Тогда AE = 2AK = 2 ·AF · sin 60◦ =

√
3 . Следовательно,

AE1 =
√

AE2 + EE2
1 =

√
1+ 3 = 2.

Ответ: 2.

Рис. 19. К примеру 4.12.
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Задача 4.13. [75] В правильной шестиугольной призме

ABCDEFA1B1C1D1E1F1 все ребра равны
√
5 . Найдите

расстояние между точками B и E1.
Ответ: 5.

Пример 4.14. [75] В правильной шестиугольной призме
ABCDEFA1B1C1D1E1F1, все ребра которой равны 5,
найдите угол между прямыми FA и D1E1. Ответ дайте в
градусах.

Рис. 20. К примеру 4.14.

РЕШЕНИЕ. Прямые FA и D1E1 — скрещивающиеся (см. рис. 20).
Следовательно, угол между ними равен острому углу между
прямыми FA и AB, поскольку AB‖D1E1. Так как ABCDEF —
правильный шестиугольник, ∠FAB = 120◦, а смежный с ним
искомый угол равен 60◦.
Ответ: 60.

Задача 4.15. [75] В правильной шестиугольной призме
ABCDEFA1B1C1D1E1F1 все ребра равны 1. Найдите тангенс
угла AD1D.
Ответ: 2.

Пример 4.16. В правильной четырехугольной призме
ABCDA1B1C1D1, все ребра которой равны 1, точки L,
M середины ребер B1C1, C1D1 соответственно. Найдите
площадь сечения, проходящего через точки B, L и M .
РЕШЕНИЕ. Указанная в условии призма является кубом реб-
ром, равным 1. Искомым сечением будет равнобедренная тра-
пеция BLMD (рис. 21). Диагональ основания куба BD =

√
2 ,
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Рис. 21. К примеру 4.16.

LM =

√
2
2

. Из прямоугольного △BB1L BL =

√
5
2

. Все стороны

трапеции BLMD известны, можно найти ее высоту, которая

равна
3

2
√
2
. Отсюда площадь трапеции

9
8
.

Ответ: 1, 125.

Задача 4.17. [75] В правильной треугольной призме
ABCA1B1C1 стороны основания равны 2, боковые ребра равны
5. Найдите площадь сечения призмы плоскостью, проходящей
через середины ребер AB, AC, A1B1 и A1C1.
Ответ: 5.

Пример 4.18. [75] Площадь боковой поверхности треуголь-
ной призмы равна 24. Через среднюю линию основания призмы
проведена плоскость, параллельная боковому ребру. Найдите
площадь боковой поверхности отсеченной треугольной приз-
мы.

Рис. 22. К примеру 4.18.

РЕШЕНИЕ. В условии не сказа-
но, что призма прямая, следо-
вательно, нужно рассматривать
общий случай наклонной приз-
мы (рис. 22). Боковая поверх-
ность призмы ABCA1B1C1 со-
стоит из трех параллелограм-
мов, площадь которых равна
произведению сторон на синус
угла между ними. Боковая по-
верхность отсеченной призмы
AKNA1LM состоит из трех па-
раллелограммов, одна из сторон
которых уменьшена в два раза.
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Следовательно, площадь боковой поверхности отсеченной приз-
мы тоже будет в два раза меньше площади боковой поверхности
исходной призмы.
Ответ: 12.
Задача 4.19. Площадь боковой поверхности треугольной на-
клонной призмы, в основании которой лежит правильный
треугольник, равна 27. Через центр основания призмы прове-
дена плоскость, параллельная одной из боковых граней. Най-
дите площадь боковой поверхности отсеченной треугольной
призмы.
Ответ: 18.
Пример 4.20. В наклонной треугольной призме все ребра рав-
ны 2. Боковое ребро наклонено к плоскости основания под
углом 60◦. Найдите объем призмы.
РЕШЕНИЕ. Опустим перпендикуляр A1K на плоскость основания

Рис. 23. К примеру 4.20.

ABC (рис. 23). Объем призмы равен произведению площади
основания на высоту:

V = SABC ·A1K =
4
√
3

4
· 2 · sin 60◦ = 3.

Ответ: 3.
Задача 4.21. [75] Найдите объем призмы, в основаниях ко-
торой лежат правильные шестиугольники со сторонами 2, а
боковые ребра равны 2

√
3 и наклонены к плоскости основания

под углом 30◦.
Ответ: 18.
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4.3. Задачи для самостоятельного решения.

Обязательные задачи.
1. [103] Диагональ правильной четырехугольной призмы на-

клонена к плоскости основания под углом 30◦. Боковое
ребро равно 6. Найдите диагональ призмы.

2. ЕГЭ-2018, (8). Через среднюю линию основания треуголь-
ной призмы проведена плоскость, параллельная боковому
ребру. Найдите площадь боковой поверхности призмы, ес-
ли площадь боковой поверхности отсеченной треугольной
призмы равна 52.

3. ЕГЭ-2018, (8). Через среднюю линию основания треуголь-
ной призмы проведена плоскость, параллельная боковому
ребру. Найдите объем призмы, если объем отсеченной тре-
угольной призмы равна 10.

4. [103] Объем треугольной призмы, отсекаемой от куба плос-
костью, проходящей через середины двух ребер, выходя-
щих из одной вершнины, и параллельной третьему ребру,
выходящему из той же вершины, равен 33 (рис. 24). Най-
дите объем куба.

Рис. 24. К задаче 4

5. [18] Определите объем правильной четырехугольной приз-
мы, если ее диагональ образует с плоскостью боковой грани
угол 30◦, а сторона основания равна a.

6. [18] В основании наклонной призмы лежит параллелограмм
со сторонами 3 и 6 дм и острым углом 45◦. Боковое ребро
призмы равно 4 дм и наклонено к плоскости основания под
углом 30◦. Найдите объем призмы.

7. [18] определите объем правильной шестиугольной призмы,
у которой наибольшая диагональ равна d, а боковые гра-
ни — квадраты.
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Дополнительные задачи.
1. [3] Боковые грани правильной треугольной призмы — квад-

раты. Площадь боковой поверхности равна 144. найдите
объем многогранника, вершинами которого служат центры
всех граней призмы.

§ 5. Пирамиды

5.1. Основные определения и утверждения.
1. Высота пирамиды — перпендикуляр, опущенный из верши-

ны пирамиды на плоскость основания.
2. Апофема ha — высота боковой грани пирамиды, проведен-

ная из вершины.

3. Объем пирамиды V =
1
3
S
îñí

· h, где S
îñí

— площадь осно-
вания пирамиды, h — ее высота.

4. Пирамида называется правильной, если в основании ле-
жит правильный многоугольник, а вершина проецируется в
центр основания.

5. Площадь боковой поверхности правильной пирамиды равна
S
áîê

= pha, где p — полупериметр основания, ha — апофе-
ма.

6. В правильной треугольной пирамиде скрещивающиеся реб-
ра попарно перпендикулярны.

Рис. 25. К свойству 6

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим правильную треугольную
пирамиду (рис. 25). AD — высота и медиана в правильном
△ABC, SD — медиана и высота в равнобедренном △SBC.
Таким образом, BC перпендикулярно двум пересекающим-
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ся прямым плоскости SAD, следовательно, перпендикуляр-
но любой прямой, лежащей в этой плоскости.

7. Если все боковые ребра треугольной пирамиды наклонены
под одним углом к плоскости основания, то вершина про-
ецируется в центр круга, описанного около основания.

Рис. 26. К свойству 7 Рис. 27. К свойству 9

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть SO — высота пирамиды SABC
(рис. 26). Прямоугольные треугольники △SOA, △SOB и
△SOC равны по острому углу и катету SO. Следовательно,
OA = OB = OC.

8. Если все боковые ребра треугольной пирамиды равны, то
вершина проецируется в центр круга, описанного около
основания.

9. Если все двугранные углы при основании треугольной пи-
рамиды равны, то вершина проецируется в центр круга,
вписанного в лежащий основании треугольник.
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть SO — высота пирамиды SABC
(рис. 27). Проведем апофемы (высоты боковых граней)
SD, SE и SF . По теореме о трех перпендикулярах про-
екции апофем перпендикулярны сторонам основания. Сле-
довательно, ∠SDO, ∠SEO и ∠SFO — линейные углы
двугранных углов при ребрах основания. Прямоугольные
треугольники △SOD, △SOE и △SOF равны по острому
углу и катету SO. Следовательно, OD = OE = OF .

10. Если все боковые грани наклонены к плоскости основания
под одним углом, то апофемы равны.
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11. Если все апофемы треугольной пирамиды равны, то вер-
шина проецируется в центр круга, вписанного в лежащий
основании треугольник.

5.2. Примеры и задачи.
Пример 5.1. Объем правильной треугольной пирамиды SABC

равен
16√
3
, а ребро SA наклонено под углом 60◦ к плоскости

основания. Найдите сторону основания.
РЕШЕНИЕ. Объем пирамиды равен произведению одной трети

Рис. 28. К примеру 5.1.

площади основания на высоту. В правильной пирамиде вершина
проецируется в центр основания пирамиды (рис. 28). Пусть сто-
рона основания равна a. Тогда AO =

a√
3
, высота

SO = AO · tg 60◦ = a√
3
·
√
3 = a.

Объем пирамиды равен

V =
1
3
SABC · SO =

1
3
a3
√
3

4
⇐⇒ 16√

3
=

a3

4
√
3
⇐⇒ a3 = 64⇐⇒ a = 4.

Ответ: 4.
Задача 5.2. В правильной треугольной пирамиде медиана ос-

нования равна
√
3 . Боковое ребро SA наклонено под углом

arctg
3
2
к плоскости основания. Найдите объем пирамиды.

Ответ: 1.
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Задача 5.3. [75] В правильной треугольной пирамиде SABC
медианы основания ABC пересекаются в точке O. Площадь
треугольника ABC равна 4; объем пирамиды равен 6. Найдите
длину отрезка OS.
Ответ: 6.
Пример 5.4. Объем правильной четырехугольной пирамиды
равен 24, а ее высота — 4. Найдите боковое ребро этой
пирамиды.

Рис. 29. К примеру 5.4.

РЕШЕНИЕ. Пусть квадрат ABCD — основание пирамиды, S —
ее вершина (рис. 29). Вершина пирамиды проецируется в точку
O — центр квадрата, SO = 4. Объем пирамиды

V =
1
3
SO · SABCD =⇒ AB2 =

3 · 24
4

= 18 =⇒ AO2 =
AB2

2
= 9.

Треугольник ASO — прямоугольный, по теореме Пифагора бо-
ковое ребро

AS =
√

AO2 + SO2 =
√
9+ 16 = 5.

Ответ: 5.
Задача 5.5. [75] В правильной четырехугольной пирамиде вы-
сота равна 6, боковое ребро равно 10. Найдите ее объем.
Ответ: 256.
Задача 5.6. [75] Во сколько раз увеличится объем правильно-
го тетраэдра, если все его ребра увеличить в два раза?
Ответ: 8.
Пример 5.7. [75] Стороны основания правильной четы-
рехугольной пирамиды равны 10, боковые ребра равны 13.
Найдите площадь поверхности этой пирамиды.
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Рис. 30. К примеру 5.7.

РЕШЕНИЕ. Апофема SH является также медианой равнобедрен-

ного △DSC (рис. 30), DH =
1
2
DC. Отсюда

SH2 = SD2 −DH2 = 132 − 52 = 144 =⇒ SH = 12.

Площадь поверхности пирамиды

S = SABCD + 4SDSC = DC2 + 4
DC · SH

2
= 102 + 4

10 · 12
2

= 340.

Ответ: 340.
Задача 5.8. [75] Стороны основания правильной шестиуголь-
ной пирамиды равны 10, боковые ребра равны 13. Найдите
площадь боковой поверхности этой пирамиды.
Ответ: 360.
Пример 5.9. [75] Основанием пирамиды служит прямоуголь-
ник, одна боковая грань перпендикулярна плоскости осно-
вания, а три другие боковые грани наклонены к плоскости
основания под углом 60◦. Высота пирамиды равна 6. Найдите
объем пирамиды.

Рис. 31. К примеру 5.9.

РЕШЕНИЕ. Проведем в △ASB вы-
соту SH (рис. 31), а в плоско-
сти основания отрезок HG ⊥ AB.
Угол SHG — линейный угол дву-
гранного угла при ребре AB. По
условию он равен 90◦, следователь-
но, SH — высота пирамиды, так
как она перпендикулярна двум пе-
ресекающимся прямым в плоскости
ABC. Найдем стороны прямоуголь-
ника. AB ⊥ AD, так как ABCD —
прямоугольник, тогда по теореме о
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трех перпендикулярах SA ⊥ AD (SA — наклонная, HA — про-
екция). При этом ∠SAB — линейный угол двугранного угла
при ребре AD, так как он образован двумя перпендикулярами
к AD. Следовательно, ∠SAB = 60◦. Из прямоугольного △SAH

AH = SH · ctg 60◦ = 6 · 1√
3

= 2
√
3 , отсюда AB = 2AH = 4

√
3 .

Аналогично ∠SGH — линейный угол двугранного угла при реб-
ре DC, поэтому он также равен 60◦. Из прямоугольного △SGH

HG = SH · ctg 60◦ = 2
√
3 . Следовательно,

V =
1
3
SH · SABCD =

1
3
· 6 · 4

√
3 · 2

√
3 = 48.

Ответ: 48.

Задача 5.10. В основании треугольной пирамиды SABC ле-
жит правильный △ABC, SA ⊥ (ABC). Ребро SC образует с
плоскостью ABC угол, равный 45◦. Найдите объем пирамиды,

если ее высота равна
√
3 .

Ответ: 0, 75.

Пример 5.11. [75] Боковые ребра треугольной пирамиды вза-
имно перпендикулярны, каждое из них равно 3. Найдите объем
пирамиды.

Рис. 32. К примеру 5.11.

РЕШЕНИЕ. В силу того, что бо-
ковые ребра SA, SB и SC вза-
имно перпендикулярны, удобно рас-
сматривать боковую грань, напри-
мер, SBC как основание пирамиды.
Тогда SA — высота пирамиды. Сле-
довательно, объем пирамиды

V =
1
3
AS · SSBC =

1
3
· 3 · 3

2

2
=

9
2
.

Ответ: 4, 5.

Задача 5.12. Боковые ребра треугольной пирамиды SABC с
основанием ABC взаимно перпендикулярны, каждое из них

равно 2
√
3 . Найдите высоту пирамиды, опущенную на ABC.

Ответ: 2.

Пример 5.13. Объем правильной четырехугольной пирамиды
SABCD равен 10, SP : PC = 1 : 4. Найдите объем треугольной
пирамиды PBCD.
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Рис. 33. К примеру 5.13.

РЕШЕНИЕ. Объем пирамиды
SBCD равен 5, причем основа-
ния пирамид SBCD и PBCD
совпадают, поэтому отношение
их объемов равно отношению их
высот. △SOC ∼ △PHC, поэтому

PH

SO
=

PC

SC
=⇒ PH =

4
5
SO =⇒

VPBCD =
4
5
VSBCD = 4.

Ответ: 4.
Задача 5.14. [75] Объем правильной четырехугольной пира-
миды SABCD равен 12. Точка E — середина ребра SB. Най-
дите объем треугольной пирамиды EABC.
Ответ: 3.
Задача 5.15. [75] Объем куба равен 12. Найдите объем четы-
рехугольной пирамиды, основанием которой является грань
куба, а вершиной — центр куба.
Ответ: 2.
Пример 5.16. В правильной треугольной пирамиде SABC
сторона основания равна 1, а боковое ребро равно 2. Найдите
площадь сечения, проходящего через середины ребер AC, AB
и SB.

Рис. 34. К примеру 5.16.

РЕШЕНИЕ. LM — средняя ли-
ния △SBA, следовательно, LM‖SA
(рис. 34). Поскольку плоскость SAC
проходит через прямую SA‖LM ,
то плоскость сечения пересекает ее
по прямой KN‖SA (N — сере-
дина AC). Отсюда KN — сред-
няя линия △SCA. Следователь-
но, KN‖LM . Аналогично, KL‖NM .
Отсюда KLMN — параллелограмм.
По утверждению 6

SA ⊥ BC =⇒ KN ⊥ BC =⇒ KN ⊥ MN.

Следовательно, KLMN — прямоугольник, его площадь

SKLMN = KN ·NM = 1 · 0, 5 = 0, 5.

Ответ: 0, 5.
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Задача 5.17. [75] Ребра тетраэдра равны 1. Найдите пло-
щадь сечения, проходящего через середины четырех его ребер.
Ответ: 0, 25.
Задача 5.18. [75] В правильной четырехугольной пирамиде
все ребра равны 1. Найдите площадь сечения пирамиды плос-
костью, проходящей через середины боковых ребер.
Ответ: 0, 25.
Пример 5.19. [75] Объем параллелепипеда ABCDA1B1C1D1
(рис. 35) равен 1, 5. Найдите объем треугольной пирамиды
B1ABC.

Рис. 35. К примеру 5.19. Рис. 36. К задаче 5.20.

РЕШЕНИЕ. Пусть h — высота параллелепипеда ABCDA1B1C1D1,
V = 1, 5 — его объем (рис. 35). Объем пирамиды B1ABC равен

VB1ABC =
1
3
SABC · h =

1
6
SABCD · h =

1
6
V = 0, 25.

Ответ: 0, 25.
Задача 5.20. [75] Найдите объем параллелепипеда
ABCDA1B1C1D1 (рис. 36), если объем треугольной пирамиды
ABDA1 равен 3.
Ответ: 18.

5.3. Задачи для самостоятельного решения.

Обязательные задачи.
1. В правильной треугольной пирамиде SABC сторона осно-

вания равна 1, а боковое ребро равно 2. Найтите площадь
сечения, проходящего через середины ребер AC, AB и SB.

2. В правильной четырехугольной пирамиде SABCD высота
SO равна 13, диагональ основания BD равна 8. Точки K
и M — середины ребер CD и BÑ соответственно. Найдите
тангенс угла между плоскостью SMK и плоскостью осно-
вания ABC.

2 Н.Е.Шапкина, И. Е.Могилевский
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3. ЕГЭ-2020, (8). Найдите объем многогранника, вершина-
ми которого являются точки A,C,A1,B1,C1 правильной
треугольной призмы A,B,C,A1,B1,C1, площадь основания
которой равно 9, а боковое ребро равно 6.

4. [102] Боковое ребро правильной треугольной пирамиды
равно 13, а одна из высот основания равна 7, 5. Найдите
высоту пирамиды.

5. [102] Высота основания правильной треугольной пирамиды
в полтора раза больше высоты пирамиды. Найдите угол
между боковым ребром и плоскостью основания пирамиды.
Ответ дайте в градусах.

6. [102] Все ребра правильной четырехугольной пирамиды
равны 8

√
2 . Найдите высоту пирамиды.

7. [102] Высота основания правильной треугольной пирамиды
на 25% меньше ее бокового ребра. Найдите угол между
боковым ребром и плоскостью основания пирамиды. Ответ
дайте в градусах.

8. [102] Сторона основания ABCD правильной четырехуголь-
ной пирамиды PABCD равна 6

√
2 . Найдите расстояние от

вершины D до плоскости PAC.
9. [103] Объем параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 равен 3

(рис. 37). Найдите объем треугольной пирамиды AD1CB1.

Рис. 37. К задаче 9

10. [103] В правильной треугольной пирамиде SABCD точка
P — середина ребра AB, S — вершина. Известно, что SP =
= 4, а площадь боковой поверхности равна 24. Найдите
длину отрезка BC.

11. [103] В правильной треугольной пирамиде SABC с осно-
ванием ABC точка P — середина ребра AB, S— вершина.
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Известно, что DC = 4, а площадь боковой поверхности
равна 24. Найдите длину отрезка SP .

12. [3] Угол между боковой гранью и плоскостью основания
правильной треугольной пирамиды равен 45◦. Объем пира-

миды равен
1
3
. Найдите длину стороны основания пирами-

ды.
13. [3] Основанием пирамиды является прямоугольник с дли-

нами сторон 3 и 4. Боковая грань, проведенная к меньшей
стороне прямоугольника, образует с плоскостью основания
угол 45◦. Найдите объем пирамиды.

14. [3] Сторона основания правильной шестиугольной пирами-
ды равна a. Найдите объем этой пирамиды, если известно,
что ее боковая поверхность в десять раз больше основания.

15. [15] На сколько процентов уменьшится объем пирамиды,
если одновременно уменьшить площадь ее основания и
высоту на 20%?

16. [18] Вычислите объем правильного тетраэдра, если радиус
окружности, описанной около его грани, равен R.

17. [18] В кубе, ребро которого равно a, центр верхней грани
соединен с вершинами основания. Найдите полную поверх-
ность полученной пирамиды.

§ 6. Цилиндр

6.1. Основные определения и утверждения.
1. Цилиндрическая поверхность — поверхность, получаемая

при движении прямой (образующей L) параллельно самой
себе, вдоль плоской кривой направляющей.

2. Цилиндр — это геометрическое тело, ограниченное ци-
линдрической поверхностью и двумя плоскостями (основа-
ниями цилиндра). Далее под цилиндром будем понимать
прямой круговой цилиндр, у которого направляющая —
окружность радиуса, а основания перпендикулярны образу-
ющей.

3. Обозначим радиус основания цилиндра r, высоту h.
4. Объем цилиндра: V = πr2h.
5. Площадь боковой поверхности цилиндра: S

áîê

= 2πrh.
6. Площадь полной поверхности цилиндра: S = 2πrh+ 2πr2.

6.2. Примеры и задачи.
Пример 6.1. Образующая цилиндра равна 10, длина окружно-
сти основания равна 2π. Найдите объем цилиндра. В ответ
запишите объем цилиндра, деленный на π.

2*
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РЕШЕНИЕ. В прямом цилиндре длина образующей равна высоте.
Из условия следует, что радиус основания цилиндра равен 1.

V = πr2h = 10π.

Ответ: 10.
Задача 6.2. Объем цилиндра равен 8π. Найдите длину обра-
зующей, если радиус равен 4.
Ответ: 0, 5.
Пример 6.3. [75] Объем первого цилиндра равен 64 м3. У вто-
рого цилиндра высота в 3 раза больше, а радиус основания в 4
раза меньше. Найдите объем второго цилиндра, ответ дайте
в м3.
РЕШЕНИЕ. Пусть радиус первого цилиндра равен r, а высота h.
Тогда объем второго цилиндра

V = π
(

r

4

)2
· 3h = πr2h · 3

16
= 64 · 3

16
= 12

(

ì

3) .

Ответ: 12.
Задача 6.4. [75] Объем первого цилиндра равен V . У второго
цилиндра образующая в k раз меньше образующей первого
цилиндра, а радиус основания — в k раз больше, чем у первого
цилиндра. Найдите объем второго цилиндра.
Ответ: kV .
Задача 6.5. [75] В цилиндрическом сосуде уровень жидкости
достигает 16 см. На какой высоте будет находиться уровень
жидкости, если ее перелить во второй сосуд, диаметр кото-
рого в 2 раза больше первого? Ответ выразите в см.
Ответ: 4.
Пример 6.6. [75] В цилиндрический сосуд налили 6 см3 воды.
В воду полностью погрузили деталь. При этом уровень жид-
кости в сосуде увеличился в 1, 5 раза. Найдите объем детали.
Ответ выразите в см3.
РЕШЕНИЕ. Объем детали равен объему вытесненной ею жидко-

сти. Объем вытесненной жидкости равен
1
2

исходного объема,

поэтому объем детали равен 3 см3.
Ответ: 3.
Задача 6.7. [75] В цилиндрический сосуд налили 2000 см3

воды. Уровень воды при этом достигает высоты 12 см. В
жидкость полностью погрузили деталь. При этом уровень
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жидкости в сосуде поднялся на 9 см. Чему равен объем дета-
ли? Ответ выразите в см3.
Ответ: 1500.
Пример 6.8. [75] Площадь осевого сечения цилиндра равна 4.
Найдите площадь боковой поверхности цилиндра. В ответ
запишите площадь боковой поверхности, деленную на π.
РЕШЕНИЕ. Осевым сечением цилиндра будет прямоугольник
ABCD (рис. 38), площадь которого равна SABCD = AB · BC.
Здесь AB — образующая цилиндра, BC — диаметр основания.
Площадь боковой поверхности равна S

áîê

= AB ·BC · π = 4π.
Ответ: 4.
Задача 6.9. Найдите площадь осевого сечения цилиндра, если

радиус основания равен 3, а высота равна
2
π
.

Ответ: 12.
Пример 6.10. [75] Найдите объем V части цилиндра, изобра-

женной на рис. 39. В ответе укажите
V

π
.

Рис. 38. К примеру 6.8. Рис. 39. К приме-
ру 6.10.

РЕШЕНИЕ. Из исходного кругового цилиндра вырезана шестая

часть, следовательно,
5
6
от объема исходного цилиндра осталось:

V =
5
6
· 4π · 6 = 20π.

Ответ: 20.
Задача 6.11. Объем цилиндра равен 90. Из него вырезан сек-
тор с углом 20◦. Найдите объем вырезанной части.
Ответ: 5.
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6.3. Задачи для самостоятельного решения. Обязатель-
ные задачи.

1. Объем цилиндра равен 18π, образующая равна 2. Найдите
радиус основания.

2. Объем первого цилиндра равен 12 м3. У второго цилиндра
высота в 3 раза больше, а радиус основания в 2 раза
меньше. Найдите объем второго цилиндра, ответ дайте в
м3.

3. [75] В цилиндрический сосуд налили 1200 см3 воды. Уро-
вень воды при этом достигает высоты 12 см. В жидкость
полностью погрузили деталь. При этом уровень жидкости в
сосуде поднялся на 10 см. Чему равен объем детали? Ответ
выразите в см3.

4. Объем цилиндра равен 72. Из него вырезан сектор с углом
130◦. Найдите объем оставшейся части.

5. ЕГЭ-2017, (8). В сосуд цилиндрической формы налили во-
ду до уровня 32 см. Какого уровня достигнет вода, если
перелить ее в другой сосуд цилиндрической формы, радиус
основания которого в 4 раза больше радиуса основания
первого сосуда? Ответ дайте в см.

6. [102] В цилиндрический сосуд налили 1800 см3 воды. Уро-
вень жидкости оказался равным 12 см. В воду полностью
погрузили деталь. При этом уровень воды в сосуде поднял-
ся на 2 см. Чему равен объем детали? Ответ выразите в
см3.

7. Площадь полной поверхности цилиндра равна 100. Высоту
и радиус основания уменьшили в два раза. Найдите пло-
щадь полной поверхности получившегося цилиндра.

8. Высоту цилиндра уменьшили в три раза. Во сколько раз
нужно увеличить радиус основания, чтобы площадь боко-
вой поверхности не изменилась.

§ 7. Конус

7.1. Основные определения и утверждения.
1. Конус — это геометрическое тело, которое образовано со-

вокупностью всех лучей, исходящих из точки и пересека-
ющих любую плоскую поверхность. В месте пересечения
образуется основание конуса.
В данном разделе рассматривается прямой круговой конус,
основанием которого является круг, вершина конуса про-
ецируется в центр этого круга.
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2. Образующей конуса называется любой отрезок, который
соединяет вершину конуса с границей основания конуса.
Образующая есть отрезок луча, выходящего из вершины
конуса. Длина образующей (L) прямого кругового конуса
через радиус R и высоту H:

L2 = R2 +H2.

3. Направляющая конуса — это кривая, которая описывает
контур основания конуса. Для прямого кругового конуса
направляющая представляет собой окружность.

4. Объем кругового конуса:

V =
1
3
πHR2,

где R — радиус основания, а H — высота конуса.
5. Площадь боковой поверхности прямого конуса:

S
áîê

= πRL.

6. Площадь полной поверхности прямого кругового конуса:

S = πRL+ πR2.

7.2. Примеры и задачи.
Пример 7.1. [75] Высота конуса SO = 6, образующая SA =
= 10 (рис. 40). Найдите его объем, деленный на π.

Рис. 40. К примеру 7.1.

РЕШЕНИЕ. Из △ASO (рис. 40) по теоре-
ме Пифагора радиус основания конуса

AO =
√

AS2 − SO2 =
√

102 − 62 = 8.

Объем конуса V =
1
3
· 6 · π · 82 = 128π.

Ответ: 128.
Задача 7.2. [75] Диаметр основания
конуса равен 6, а угол при вершине
осевого сечения равен 90◦. Вычислите
объем конуса, деленный на π.
Ответ: 9.
Задача 7.3. [75] Во сколько раз уменьшится объем конуса,
если его высота уменьшится в 3 раза, а радиус основания
останется прежним?
Ответ: 3.
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Пример 7.4. [75] Во сколько раз увеличится площадь боковой
поверхности конуса, если его образующая увеличится в 3
раза, а радиус основания останется прежним?
РЕШЕНИЕ. Площадь боковой поверхности конуса S

áîê

= πRL.
Отсюда следует, что при увеличении образующей в 3 раза пло-
щадь боковой поверхности также увеличится в 3 раза.
Ответ: 3.
Задача 7.5. [75] Во сколько раз уменьшится площадь боковой
поверхности конуса, если радиус его основания уменьшится в
1, 5 раза, а образующая останется прежней?
Ответ: 1, 5.
Пример 7.6. [75] В сосуде, имеющем форму конуса, уровень

жидкости достигает
1
2

высоты. Объем жидкости равен 70
мл. Сколько миллилитров жидкости нужно долить, чтобы
полностью наполнить сосуд?

Рис. 41. К примеру 7.6.

РЕШЕНИЕ. Найдем объем конического
сосуда (рис. 41):

V =
1
3
SO · π ·OA2.

При этом объем жидкости равен

V1 =
1
3
SO1 · π ·O1A

2
1.

Треугольники AOS и A1O1S подобны,

поэтому
O1A1

OA
=

SO1

SO
=

1
2
. Тогда

V1 =
1
3
· 1
2
SO · π ·

(1
2
OA

)2
=

1
8
V.

Следовательно, V = 8V1 = 560(мл), а долить необходимо
7
8
V =

= 490(мл).
Ответ: 490.
Задача 7.7. В конический сосуд объема 54 мл налито 2 мл
жидкости. Во сколько раз высота сосуда больше высоты
уровня жидкости?
Ответ: 3.
Пример 7.8. [75] Найдите объем V части конуса, изображен-
ной на рис. 42, где SO = 12, OA = 9, α = 90◦. В ответе

укажите
V

π
.
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Рис. 42. К приме-
ру 7.8.

РЕШЕНИЕ. В силу того, что основание изобра-

женной на рис. 42 фигуры составляет
3
4
круга,

то объем данной части конуса равен
3
4
объема

конуса:

V =
3
4
· 1
3
· 12 · π · 92 = 243π.

Ответ: 243.
Задача 7.9. [75] Найдите объем V вырезанной части конуса,
изображенного на рис. 42, где SO = 27, OA = 12, α = 60◦. В

ответе укажите
V

π
.

Ответ: 216.
Пример 7.10. [75] Найдите площадь осевого сечения конуса,
радиус основания которого равен 3, а образующая равна 5
(рис. 43).

Рис. 43. К примеру 7.10.

РЕШЕНИЕ. В прямоугольном треугольнике SAO (рис. 43) SA =
= 5, AO = 3, следовательно, SO = 4. Площадь осевого сечения

SASB =
1
2
·AB · SO = 12.

Ответ: 12.
Задача 7.11. [75] Высота конуса равна 8, а длина образую-
щей — 10. Найдите площадь осевого сечения этого конуса.
Ответ: 48.
Задача 7.12. Найдите площадь сечения конуса, перпендику-
лярного основанию и проходящего через хорду основания, ко-
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торая опирается на центральный угол
2π
3
. Площадь осевого

сечения конуса равна 16.
Ответ: 4

√
3 .

7.3. Задачи для самостоятельного решения.

Обязательные задачи.
1. [75] Найдите объем V конуса, образующая которого равна

2 и наклонена к плоскости основания под углом 30◦. В

ответе укажите
V

π
.

2. ЕГЭ-2019, (8). Во сколько раз изменится объем конуса,
если его высота уменьшится в 12 раз, а радиус основания
не изменится?

3. [75] Во сколько раз увеличится объем конуса, если радиус
его основания увеличится в 1, 5 раза, а высота останется
прежней?

4. Высота конуса в 3 раза больше радиуса основания, а его
объем равен 8π. Найдите площадь боковой поверхности
конуса.

5. [75] Найдите объем V части конуса, изображенной на
рис. 42, где SO = 27, OA = 9, α = 60◦. В ответе укажите
V

π
.

6. Диаметр основания конуса равен 12, а длина образую-
щей — 10. Найдите площадь осевого сечения этого конуса.

7. [103] В сосуде, имеющем форму конуса, уровень жидкости

достигает
1
4
высоты. Объем жидкости равен 5 мл. Сколько

миллиметров жидкости надо долить, чтобы полностью на-
полнить сосуд?

8. ЕГЭ-2019, (8). Цилиндр и конус имеют общие основание и
высоту. Объем конуса равен 25. Найдите объем цилиндра.

§ 8. Шар

8.1. Основные определения и утверждения.
1. Сфера (поверхность шара) — это совокупность всех точек

в трехмерном пространстве, которые находятся на одина-
ковом расстоянии R от одной точки, называемой центром
сферы. R называется радиусом сферы.

2. Шар — это совокупность всех точек в трехмерном про-
странстве, расстояние от которых не превышает опреде-
ленного расстояния R до точки, называемой центром шара
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(совокупность всех точек трехмерного пространства огра-
ниченных сферой). R называется радиусом шара.

3. Объем шара V =
4
3
πR3, где R — радиус шара.

4. Площадь сферы S = 4πR2, где R — радиус сферы.
5. Центральное сечение шара радиуса R — сечение, прохо-

дящее через центр шара, — круг радиуса R. Его площадь
S = πR2.

8.2. Примеры и задачи.
Пример 8.1. [75] Площадь центрального сечения шара равна
3. Найдите площадь поверхности шара.
РЕШЕНИЕ. Площадь центального сечения шара S0 = πR2 = 3,
площадь сферы S = 4πR2 = 4 · 3 = 12.
Ответ: 12.
Задача 8.2. Площадь центрального сечения первого шара рав-
на 1. Найдите площадь поверхности второго шара, у которо-
го радиус больше радиуса первого шара в 3 раза.
Ответ: 36.
Пример 8.3. [75] Радиусы трех шаров равны 6, 8 и 10. Най-
дите радиус шара, объем которого равен сумме их объемов.
РЕШЕНИЕ. Сумма объемов трех шаров равна

4
3
π · 63 + 4

3
π · 83 + 4

3
π · 103 = 4

3
π
(

63 + 83 + 103
)

=
4
3
π · 123.

Следовательно, радиус шара равен 12.
Ответ: 12.
Задача 8.4. Радиусы трех шаров равны 3, 4 и 12. Найдите
радиус шара, площадь поверхности которого равна сумме
площадей поверхностей данных трех шаров.
Ответ: 13.

8.3. Задачи для самостоятельного решения.

Обязательные задачи.
1. [75] Даны два шара. Радиус первого шара в 2 раза больше

радиуса второго. Во сколько раз площадь поверхности пер-
вого шара больше площади поверхности второго?

2. Радиусы двух шаров равны 6 и 8. Найдите радиус шара,
площадь поверхности которого равна сумме площадей по-
верхностей двух данных шаров.

3. [103] Площадь поверхности шара равна 8. Найдите пло-
щадь сечения плоскостью, проходящей через центр шара.
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4. [103] Бетонный шар весит 0, 5 тонны. Сколько тонн будет
весить шар вдвое большего радиуса, сделанный из такого
же бетона?

§ 9. Комбинации тел

9.1. Основные определения и утверждения.
1. Если в прямоугольный параллелепипед вписан шар, то пря-

моугольный параллелепипед — куб.
2. Если шар вписан в куб, то сторона куба равна диаметру

шара.
3. Если куб вписан в шар, то диагональ куба равна диаметру

шара.
4. Если параллелепипед вписан в шар, то этот параллелепи-

пед — прямоугольный.
5. Если призма вписана в шар, то она прямая.
6. Если цилиндр вписан в прямоугольный параллелепипед, то

в основании параллелепипеда лежит квадрат.
7. Если шар вписан в цилиндр, то радиус основания цилиндра

равен радиусу шара, а высота равна диаметру шара.
8. Если призма вписана в цилиндр, то высота призмы равна

высоте цилиндра, а многоугольник, лежащий в основании
призмы, вписан в основание цилиндра.

9. Если пирамида вписана в конус, то их высоты равны.
10. Если пирамида описана около конуса, то их высоты равны.

9.2. Примеры и задачи.
Пример 9.1. Объем прямоугольного параллелепипеда, описан-
ного около сферы, равен 27. Найдите радиус сферы.
РЕШЕНИЕ. Если сфера вписана в прямоугольный параллелепи-
пед, то это куб, причем ребро куба равно диаметру сферы. Объем
куба равен 27, следовательно, ребро куба равно 3. Отсюда радиус
сферы равен 1, 5.
Ответ: 1, 5.
Задача 9.2. Шар радиуса 2 вписан в прямоугольный паралле-
лепипед. Найдите объем параллелепипеда.
Ответ: 64.
Задача 9.3. [75] Куб вписан в шар радиуса

√
3 . Найдите объ-

ем куба.
Ответ: 8.
Задача 9.4. [75] Прямоугольный параллелепипед описан около
единичной сферы. Найдите площадь его поверхности.
Ответ: 24.
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Пример 9.5. [75] Шар вписан в цилиндр. Площадь полной по-
верхности цилиндра равна 18. Найдите площадь поверхности
шара.
РЕШЕНИЕ. Согласно утверждению 7 радиусы шара и основания
цилиндра равны, а высота цилиндра равна диаметру шара. От-
сюда площадь поверхности цилиндра с радиусом основания r и
высотой 2r равна

S0 = 2πr · 2r + 2 · πr2 = 6πr2.

Следовательно, площадь поверхности шара равна

S = 4πr2 =
2
3
S0 = 12.

Ответ: 12.
Задача 9.6. Цилиндр описан около шара радиуса 3. Найдите
площадь S полной поверхности цилиндра. В ответе укажите
S

π
.

Ответ: 54.
Пример 9.7. [75] Цилиндр описан около шара. Объем цилин-
дра равен 33. Найдите объем шара.
РЕШЕНИЕ. Согласно утверждению 7 радиусы шара и основания
цилиндра равны, а высота цилиндра равна диаметру шара. От-
сюда объем цилиндра равен

V
öèë

= πr2 · 2r = 2πr3 = 33 ⇐⇒ πr3 =
33
2
.

Отсюда объем шара V =
4
3
πr3 =

4
3
· 33
2

= 22.
Ответ: 22.
Задача 9.8. [75] Цилиндр описан около шара. Объем шара
равен 24. Найдите объем цилиндра.
Ответ: 36.
Пример 9.9. Конус вписан в шар. Высота конуса в 1, 5 раза
больше радиуса шара. Найдите объем конуса, если объем
шара равен 64.
РЕШЕНИЕ. На рис. 45 представлено осевое сечение конуса, впи-
санного в шар (рис. 44). Рассмотрим △OQB. В этом треугольни-

ке OB равно радиусу шара R. По условию SQ =
3
2
R, а SO = R,
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Рис. 44. К примеру 9.9. Рис. 45. К примеру 9.9.

следовательно, OQ =
R

2
. Тогда QB = R

√
3
2

. Отсюда объем кону-
са равен

V =
1
3
· SQ · π ·QB2 =

1
3
· 3
2
R · π · 3

4
R2 =

3
8
πR3 =

4
3
πR3 · 9

32
= 18.

Ответ: 18.
Задача 9.10. [75] Конус вписан в шар. Радиус основания кону-
са равен радиусу шара. Объем конуса равен 6. Найдите объем
шара.
Ответ: 24.
Пример 9.11. [75] В основании прямой призмы лежит прямо-
угольный треугольник с катетами 6 и 8. Боковые ребра равны
5
π
. Найдите объем цилиндра, описанного около этой призмы.

РЕШЕНИЕ. Прямоугольный треугольник вписан в круг (основа-
ние цилиндра), поэтому диаметр круга равен гипотенузе c =

=
√

62 + 82 = 10. Отсюда объем цилиндра V =
π · 102

4
· 5
π
= 125.

Ответ: 125.
Задача 9.12. В основании прямой призмы лежит прямоуголь-

ный треугольник с катетами 12 и 5. Боковые ребра равны
4
π
.

Найдите площадь боковой поверхности цилиндра, описанного
около этой призмы.
Ответ: 52.
Пример 9.13. [75] Найдите площадь боковой поверхности
правильной шестиугольной призмы, описанной около цилин-

дра, радиус основания которого равен
√
3 , а высота равна 2.

РЕШЕНИЕ. Треугольник OB1C1 будет равносторонним (рис. 46),
его высота равна радиусу вписанного в основание круга. Отсюда
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Рис. 46. К примеру 9.13.

B1C1 =
2√
3
OH =

2√
3
·
√
3 = 2. Следовательно, площадь боковой

поверхности 6 · 2 · 2 = 24.
Ответ: 24.
Задача 9.14. [75] Найдите площадь боковой поверхности
правильной треугольной призмы, вписанной в цилиндр, радиус
основания которого равен 2

√
3 , а высота равна 2.

Ответ: 36.
Пример 9.15. В призму, основанием которой служит пря-
моугольный треугольник с гипотенузой 5, вписан цилиндр,
диаметр основания которого равен 2, а высота 7. Найдите
площадь полной поверхности призмы.
РЕШЕНИЕ. Основание цилиндра — вписанный в прямоуголь-
ный треугольник круг. Из курса планиметрии известно, что
радиус вписанного в прямоугольный треугольник круга равен

r =
a+ b− c

2
, где a и b — катеты, c — гипотенуза прямоугольного

треугольника. Отсюда

{

1 =
a+ b− 5

2
,

a2 + b2 = 25.

Решая систему, получаем a = 3, b = 4. Тогда площадь S полной
поверхности призмы равна

S = ab+ (a+ b+ c) · h = 3 · 4+ (3+ 4+ 5) · 7 = 96.

Ответ: 96.
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Задача 9.16. [75] Найдите площадь боковой поверхности
правильной треугольной призмы, описанной около цилиндра,

радиус основания которого равен
√
3 , а высота равна 2.

Ответ: 36.
Пример 9.17. Конус описан около правильной треугольной
пирамиды со стороной основания a = 6 и высотой h = 5.

Найдите его объем V . В ответ запишите
V

π
.

РЕШЕНИЕ. Конус описан около пирамиды, поэтому по утвер-
ждению 9 их высоты равны. Треугольное основание пирамиды
вписано в основание конуса, отсюда радиус основания конуса
равен r =

a√
3

= 2
√
3 . Объем конуса

V =
1
3
πr2h =

1
3
π · 12 · 5 = 20π.

Ответ: 20.
Задача 9.18. [75] Конус описан около правильной четырех-
угольной пирамиды со стороной основания 4 и высотой 6.
Найдите его объем, деленный на π.
Ответ: 16.
Пример 9.19. [75] Во сколько раз объем конуса, описанного
около правильной четырехугольной пирамиды, больше объема
конуса, вписанного в эту пирамиду?
РЕШЕНИЕ. По утверждениям 9 и 10 высоты конусов совпадают
с высотой пирамиды, поэтому отношение их объемов равно от-
ношению площадей оснований, которое, в свою очередь, равно
отношению квадратов диаметров. Диаметр основания вписанно-
го конуса равен стороне квадрата — основаниия пирамиды, а
диаметр описанного круга равен диагонали квадрата. Диагональ
квадрата относится к стороне квадрата как

√
2 . Следовательно,

объем описанного конуса в 2 раза больше объема вписанного.
Ответ: 2.
Задача 9.20. Во сколько раз объем конуса, описанного около
правильной треугольной пирамиды, больше объема конуса,
вписанного в эту пирамиду?
Ответ: 4.
Пример 9.21. [75] Вершина A1 куба ABCDA1B1C1D1 с реб-
ром 1, 6 является центром сферы, проходящей через точку
A. Найдите площадь S части сферы, содержащейся внутри

куба. В ответе запишите величину
S

π
.
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Рис. 47. К примеру 9.21.

РЕШЕНИЕ. Ребро куба равно радиусу сферы (рис. 47), поэтому в

кубе содержится
1
8
часть сферы и, соответственно,

1
8
ее поверх-

ности:
1
8
S =

1
8
· 4π(1, 6)2 = 1, 28π.

Ответ: 1, 28.
Задача 9.22. [75] Середина ребра куба со стороной 1, 9 явля-
ется центром шара радиуса 0, 95 (рис. 48). Найдите площадь
S части поверхности шара, лежащей внутри куба. В ответе

запишите
S

π
.

Ответ: 0, 9025.
Задача 9.23. Середина ребра куба со стороной 3 является
центром шара радиуса 1, 5. Найдите часть объема куба V , не

имеющую общих точек с шаром. В ответе запишите
V

24− π
.

Ответ: 1, 125.
Пример 9.24. [75] Объем тетраэдра равен 19. Найдите объ-
ем многогранника, вершинами которого являются середины
ребер данного тетраэдра (рис. 49).
РЕШЕНИЕ. Полученный многогранник, называемый октаэдром,
состоит из восьми одинаковых граней — равных треугольников
(рис. 49). Найдем объем той части тетраэдра, которая не принад-
лежит октаэдру. Это четыре одинаковых правильных тетраэдра,

объем каждого составляет
1
8

объема исходного тетраэдра, а их

суммарный объем равен половине объема тетраэдра, то есть
19
2
.

Ответ: 9, 5.
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Рис. 48. К задаче 9.22. Рис. 49. К примеру 9.24.

Задача 9.25. [75] Площадь поверхности тетраэдра равна
12. Найдите площадь поверхности многогранника, вершина-
ми которого являются середины ребер данного тетраэдра
(рис. 49).
Ответ: 6.

9.3. Задачи для самостоятельного решения.

Обязательные задачи.
1. ЕГЭ-2013, основная волна, №8.

Прямоугольный параллелепипед описан около сферы ради-
уса 17. Найдите его объем.

2. Прямоугольный параллелепипед описан около сферы ради-
уса 3. Найдите его объем.

3. [103] Шар, объем которого равен 14π вписан в куб. Най-
дите объем куба.

4. [103] Шар вписан в цилиндр. Площадь поверхности шара
равна 78. Найдите площадь полной поверхности цилиндра.

5. Цилиндр описан около шара и вписан в другой шар. Най-
дите отношение площади поверхности большего шара к
площади поверхности меньшего.

6. [75] Конус вписан в шар. Радиус основания конуса равен
радиусу шара. Объем шара равен 28. Найдите объем кону-
са.

7. Конус описан около правильной треугольной пирамиды с
боковым ребром 2. Косинус угла наклона этого ребра к
плоскости основания пирамиды равен 0, 25. Найдите пло-

щадь S полной поверхности конуса. В ответ запишите
S

π
.

8. [103] Объем цилиндра равен 12. Чему равен объем конуса,
который имеет такое же основание и такую же высоту, как
и данный цилиндр.
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9. [103] Цилиндр и конус имеют общее основание и высоту.
Высота цилиндра равна радиусу основания. Площадь бо-
ковой поверхности конуса равна 41

√
2 . Найдите площадь

боковой поверхности цилиндра.
10. Середина ребра куба со стороной 6 является центром шара

радиуса 3. Найдите площадь поверхности S и объем той
части шара V , которая не содержится в кубе. В ответе

укажите
S

π
и

V

π
.

11. Куб ABCDA1B1C1D1 вписан в шар с центром в точке O.
Найдите угол между радиусами OA и OA1.

12. [18] Металлический шар радиуса R переплавлен в конус,
боковая поверхность которого в 3 раза больше площади
основания. Вычислите высоту конуса.

Дополнительные задачи.
1. [3] Около шара описана правильная четырехугольная пи-

рамида, высота которой в вчетверо больше диаметра шара.
Найдите отношение объема шара к объему пирамиды.

§ 10. Соотношения между углами в правильных
пирамидах

10.1. Основные углы. Среди углов, которые можно рас-
сматривать в правильной пирамиде (рис. 50, рис. 51), наиболее
часто встречаются в задачах:

1. угол наклона бокового ребра к плоскости основания пира-
миды, его величину условимся обозначать буквой α;

2. угол наклона боковой грани к плоскости основания β;
3. плоский угол при вершине пирамиды γ;
4. двугранный угол при боковом ребре пирамиды δ.

Рис. 50.

Зная величину любого из
этих углов, можно определить
все остальные (иными словами,
тригонометрические функции этих
углов можно выразить через три-
гонометрические функции данного
угла).

10.2. Четырехугольная пира-
мида. Рассмотрим правильную че-
тырехугольную пирамиду (рис. 50).
Найдем углы β, γ, δ по заданному
углу α.
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Пусть сторона квадрата в основании пирамиды равна a. Вер-
шина пирамиды проецируется в точку O — точку пересечения

диагоналей, поэтому AO =
a
√
2

2
, а из прямоугольного △ASO

имеем

SO = AO · tgα =
a
√
2

2
tgα, AS =

AO

cosα
=

a√
2 cosα

.

Угол β найдем из прямоугольного △SOF , где SF — апофема,
OF =

a

2
. Угол SFO по определению является линейным углом

двугранного угла между боковой гранью и плоскостью основа-
ния, ∠SFO = β. Тогда

tg β =
SO

OF
=

a
√

2
2

tgα
a

2

=
√
2 tgα.

Найдем угол γ из равнобедренного △DSC = △ASB, SD =
= SC. При этом SF является биссектрисой, медианой и высотой
треугольника. Тогда

sin
γ

2
=

DF

SD
=

a

2
a
√

2
2 cosα

=
cosα√

2
.

Найдем угол δ из равнобедренного треугольника △BDE
(BE ⊥ SC, DE ⊥ SC по определению линейного угла двугран-
ного угла между боковыми гранями):

sin
δ

2
=

OD

DE
, где OD =

a
√
2

2
.

Найдем DE из прямоугольного △SDE (DE ⊥ SC):

DE = SD sin γ =
a sin γ√
2 cosα

.

Тогда

sin
δ

2
=

a
√

2
2

a
√

2
2 cosα

sin γ

=
cosα

sin γ
.

Так как
sin

γ

2
=

cosα√
2

,
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то

sin γ = 2 sin
γ

2
cos

γ

2
= 2

cosα√
2

√

2− cos2 α√
2

.

Тогда после подстановки sin γ получаем

sin
δ

2
=

1
√

2− cos2 α
.

Аналогично можно при одном заданном угле из углов
α,β, γ, δ можно найти остальные. Например, пусть задан угол δ,
найдем угол α. Рассмотрим △BDE, где BE ⊥ SC и DE ⊥ SC.
Следовательно, SC является перпендикуляром к плоскости
BDE, а, значит, и любой прямой, лежащий в этой плоскости.
Отсюда OE ⊥ SC, и угол α найдем из прямоугольного

треугольника OEC. В этом треугольнике OC =
a
√
2

2
, а сторона

OE ищется из прямоугольного △OED : OE =
a
√
2

2
ctg

δ

2
. Тогда

sinα =
OE

OC
=

a
√

2
2

ctg
δ

2
a
√

2
2

= ctg
δ

2
.

Когда известен угол α, можно по нему найти углы β и γ, как
было показано выше.

10.3. Треугольная пирамида. Теперь рассмотрим правиль-
ную треугольную пирамиду (рис. 51). Пусть задан угол α между
боковым ребром AS и плоскостью основания ABC пирамиды
SABC. Найдем остальные углы: β — двугранный угол между
боковой гранью и основанием, γ — угол между боковыми реб-
рами и δ — двугранный угол между боковыми гранями. Пусть
сторона правильного треугольника AB равна a. Вершина пира-
миды S проецируется в точку O — центр треугольника (точку

пересечения биссектрис, медиан и высот), поэтому, OD =
a
√
3

6
,

AO =
a
√
3

3
. Тогда из △ASO имеем SO = AO · tgα =

a
√
3

3
tgα,

AS =
a√

3 cosα
.

Угол β найдем из прямоугольного △SOD, где SD — апофема.
Угол β = ∠SDO по определению является линейным углом дву-
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Рис. 51.

гранного угла между боковой гранью и плоскостью основания.
Тогда

tg β =
SO

OD
=

a
√

3
3

tgα

a
√

3
6

= 2 tgα.

Найдем угол γ из равнобедренного △BSC = △ASB, SB = SC.
При этом SD является биссектрисой, медианой и высотой тре-
угольника. Тогда

sin
γ

2
=

BD

SB
=

a

2
a
√

3
cosα

=

√
3 cosα

2
.

Найдем угол δ из равнобедренного треугольника △AEB
(AE ⊥ SC, BE ⊥ SC по определению линейного угла двугран-
ного угла между боковыми гранями). Пусть точка F — середина
AB, AF = FB.

sin
δ

2
=

FB

BE
, где BE = BS · sin γ.

Тогда

sin
δ

2
=

a

2

a
√
3 cosα

sin γ =
sin γ

2
√
3 cosα

.
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10.4. Примеры и задачи.
Пример 10.1. В правильной треугольной пирамиде боковое
ребро равно b, сторона основания равна a. Найдите двугран-
ный угол при основании пирамиды.

Рис. 52. К примеру 10.1. Рис. 53. К примеру 10.3.

РЕШЕНИЕ. Пусть AD — высота в правильном △ABC (рис. 52).
Рассмотрим △OSD. В этом треугольнике угол β — линейный
угол искомого двугранного угла (рис. 52),

SD =
√

SB2 −BD2 =

√

b2 − a2

4
, OD =

a

2
√
3
.

Тогда
cosβ =

OD

SD
=

a

2
√
3

√

b2 − a
2

4

=
a

√

3 (4b2 − a2)
.

Ответ: arccos
a

√

3 (4b2 − a2)
.

Задача 10.2. В правильной четырехугольной пирамиде боко-
вое ребро равно b, сторона основания равна a. Найдите дву-
гранный угол при основании пирамиды.

Ответ: arccos
a

√

4b2 − a2
.

Пример 10.3. В правильной четырехугольной пирамиде плос-
кий угол при вершине равен γ, а высота пирамиды равна h.
Найдите площадь боковой грани.
РЕШЕНИЕ. Площадь боковой грани, то есть равнобедренного
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△SDC, равна SSDC =
1
2
SC2 · sin γ (рис. 53). Рассмотрим △SFC:

FC = SC · sin γ

2
. Тогда OC =

√
2FC =

√
2 · SC · sin γ

2
. В △SOC

запишем теорему Пифагора:

SC2 = SO2 +OC2 ⇐⇒ SC2 = h2 + 2 · SC2 · sin2 γ

2
⇐⇒

SC2 =
h2

1− 2 sin2
γ

2

=
h2

cos γ
.

Отсюда

SSCD =
1
2
· h2

cos γ
· sin γ =

h2

2
tg γ.

Ответ:
h2

2
tg γ.

Задача 10.4. В правильной треугольной пирамиде площадь
боковой грани равна S, а плоский угол при вершине равен α.
Найдите высоту пирамиды.

Ответ:

√

2S
3 sinα

(1+ 2 cosα) =

√

2S
sinα

(

cos2
α

2
− 1

3
sin2

α

2

)

.

Пример 10.5. [3] Отрезок прямой, соединяющей центр осно-
вания правильной треугольной пирамиды с серединой бокового
ребра, равен стороне основания. найдите угол между смеж-
ными боковыми гранями пирамиды.
РЕШЕНИЕ. Пусть сторона основания пирамиды равна a. От-

Рис. 54. К примеру 10.5.

резок SO является высотой правильной треугольной пирами-
ды (рис. 54). Поскольку OM — медиана прямоугольного тре-
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угольника AOS, она равна половине гипотенузы SA: OM = a,
AS = 2a (рис. 55). Запишем площадь равнобедренного △ASC
двумя способами (обозначим EC = h):

1
2
· 2a · h =

1
2
· a ·H ⇐⇒ a · h =

1
2
· a ·

√
15
2

a ⇐⇒ h =

√
15
4

a.

Из равнобедренного △CEB найдем искомый угол ϕ (∠CEB):

a2 = 2h2 − 2h2 cosϕ ⇐⇒ a2 = 2 · 15
16

a2(1− cosϕ) ⇐⇒ cosϕ =
7
15

.

Ответ: arccos
7
15

.

Рис. 55. К примеру 10.5.

Задача 10.6. В правильной четырехугольной пирамиде
SABCD с основанием ABCD точка O — середина отрезка
AC. В треугольнике SOC высота, проведенная из вершины
O, совпадает с с биссектрисой. Найдите
а) плоский угол при вершине пирамиды;
б) угол между боковой гранью и основанием.
Ответ: 60◦, 45◦.

10.5. Задачи для самостоятельного решения.

Обязательные задачи.
1. [3] Найдите двугранный угол между боковыми гранями

правильной треугольной пирамиды, если двугранный угол,
образуемый боковой гранью с основанием, равен α.

2. [3] Найдите объем V и площадь боковой поверхности S
правильной четырехугольной пирамиды, у которой высота
равна

√
3 , а плоский угол при вершине равен 30◦.
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3. [3] Найдите площадь поверхности правильной четырех-
угольной пирамиды, если ее апофема равна m, а угол при
вершине равен α.

4. [15] В правильной треугольной пирамиде боковое ребро
равно 8, а плоский угол при вершине равен 45◦. Найдите
полную поверхность пирамиды.

5. [15] Найдите объем правильной треугольной пирамиды, бо-
ковые ребра которой наклонены к плоскости основания под
углом α и удалены от середины противоположной стороны
основания на расстояние m.

6. [15] Плоский угол при вершине правильной четырехуголь-
ной пирамиды равен θ, а длина высоты — H. Найдите
объем пирамиды.

7. В правильной треугольной пирамиде боковое ребро равно
b, высота пирамиды h. Найдите двугранный угол между
боковыми гранями.

8. Основанием треугольной пирамиды является равнобедрен-
ный треугольник со сторонами AB = BC = b и AC = a.
Высота пирамиды равна h. Все ребра наклонены к плоско-
сти основания под одинаковым углом. Найдите этот угол.

9. В правильном тетраэдре найдите: а) угол наклона бокового
ребра к основанию; б) двугранный угол между гранями.

10. Площадь боковой грани правильной четырехугольной пира-
миды равна 8, а двугранный угол этой грани с основанием
60◦. Найдите сторону основания.

11. В правильной четырехугольной пирамиде SABCD
∠ASC = 60◦. Найдите плоский угол при вершине.

12. Площадь боковой поверхности правильной четырехуголь-
ной пирамиды в 4 раза больше площади основания. Най-
дите двугранный угол при основании пирамиды.
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